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摘要: 由于转动离心力的影响,壳体的屈曲临界压力随转速的提高而升高。本文推导了转动壳体线性屈曲的

有限元公式,并用DMA P 语言编制相应的程序修改M SCöNA STRAN 的解题步骤考虑离心力完成了分析。还

利用M SCöNA STRAN 的几何非线性分析功能完成了有初始几何缺陷转动壳体的有限元分析,计算后屈曲的

载荷—变形曲线,得出不同转速下的缺陷敏感度曲线。
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Abstract: D ue to the effect of cen trifugal fo rce the buck ling critical p ressure of ro tating

shells is h igher than that of non2ro tating shells. T he linear buck ling fin ite elem en t equations of ro2
tating shells are established in th is paper. T he fin ite elem en t p rogram M SCöNA STRAN is used

to analyse the ro tating shells linear buck ling and the so lution sequence ismodified by DM A P (D i2
rect M atrix A bstraction P rogram ) to take in to accoun t the effect of cen trifugal fo rce. N on linear

buck ling and post buck ling behavio rs of ro tating shells are analysed by geom etric non linear fin ite

elem en t m ethod, and the effect of cen trifugal fo rce is considered by differen t load2step. T he in itial

geom etrical imperfection also is discussed in th is paper.
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1　引　言

　　转动壳体在工程上应用十分广泛,例如航空

发动机中的盘—鼓结构、高速转动的薄壁轴、空气

导管、篦齿密封组件等。这些壳体结构具有重量

轻、承载能力大等优点,但某些壳体部件例如空气

导管在外压等载荷作用下极易发生屈曲,导致结

构的破坏。

壳体转动时,由离心力产生的初应力加强了

结构的刚度,使屈曲临界压力提高。另外,结构的

变形会离心力发生变化,这部分与变形有关的离

心力在用有限元法求解时应放在方程的左端,其

系数矩阵称为离心刚度矩阵。虽然离心刚度的影

响比初应力小,但转速较高时也是不可忽略的。

对不转动壳体的屈曲问题已有许多研究,但

对转动壳体在外压作用下的屈曲问题却很少有研

究。本文在有限元软件M SCöNA STRAN 的基础

上加入由离心力引起的初应力矩阵与离心刚度矩

阵,对转动壳体的屈曲问题进行了分析,并用程序

的几何非线性功能分析了初始几何缺陷对转动壳

体屈曲临界压力的影响。



2　线性屈曲

2. 1　有限元方程

　　基于小变形假设的线性屈曲理论忽略了屈曲

前结构的变形,这时求解屈曲临界压力变为求矩

阵特征值问题。对于转动壳体,还应该考虑离心力

的影响,屈曲方程为:

ûK0 + K8
Ρ - Kc + ΚKP

Ρ û = 0 (1)

式中, [ K0 ]为结构的线性刚度矩阵; [K8
Ρ ]和 [ KP

Ρ ]

分别为离心力和外压的初应力矩阵; [Kc ]为离心

刚度矩阵,它的具体表达形式可以按以下的方法

推导。

设节点 i的质量为m i,变形前的坐标
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变形为:
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　　设转动角速度的大小为 8 ,旋转方向的单位

向量为:
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　　则该点的离心力为:
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(2)式右端由两部分组成, F
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i 是节点在变形前的

位置时的离心力,为常数; F
τ Ê

i 为节点在变形后的

位置时由于变形引起的离心力变化,与变形呈线

性关系,就是前面提到的离心刚度,将其写成矩阵

的形式为:
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将所有节点的离心力按列向量排列,并将各点的

自由度扩展到 6 个 (三个转动方向的离心力为

零) , 得到整个结构由于变形引起的离心力变化

为:

{F }Ê = 8 2 [M ] [Sθ ]T [Sθ ]{∆} (4)

式中, [M ]为结构的集中质量矩阵:

[Sλ] =

[S ]

[ 0 ]

Ë
[S ]

[ 0 ] 6N ×6N

(N 为节点总数)

　　因此,结构的离心刚度矩阵为:

[K c ] = 8 2 [M ] [Sθ ]T [Sθ ] =

- 8 2 [M ] [Sθ ] [Sθ ] (5)

2. 2　方程求解

　　目前流行的商用有限元软件都提供了二次开

发的接口,使用户可以在现有程序的基础上进行

自己的开发工作,避免了许多重复性的工作。本文

的程序就是在M SCöNA STRAN 的基础上开发

完成的。

用M SCöNA STRAN 的静力分析功能计算

结构在离心载荷作用下的变形。当程序执行到组

集总体刚度矩阵[K 0 ]与集中质量矩阵[M ]后,插

入形成矩阵 [Sθ ]和离心刚度矩阵 [K c ]的程序, 并

执行矩阵操作[K 0 ]= [K 0 ]- [K c ]。然后继续执行

程序原有的解题步骤直至求出结构的位移{∆}。再

插入计算初应力矩阵[K
8
Ρ ]的程序,并执行矩阵操

作[K 0 ]= [K 0 ]+ [K
8
Ρ ]。最后,将修改后的刚度矩

阵[ K 0 ]保存在数据库中, 作为重启动的输入数

据。程序的执行过程见图 1,图中虚框中的内容为

自编程序,其余部分为M SCöNA STRAN 静力分

析的解题步骤。

M SCöNA STRAN 具有很强的重启动功能,

可以在不同的求解类型间重启动。利用重启动功

能将静力分析时保存在数据库中修改过的刚度矩

阵直接输入到线性屈曲的解题过程中进行特征值

分析求得屈曲临界压力。

2. 3　算例

　　两端简支承受外压作用的圆柱壳,半径R =

01065 m , 长L = 0169 m , 厚度 t= 0100145 m , 材

料密度 Θ= 4540 kgöm 3,弹性模量 E = 0198×1011

N öm 2。

不转动时临界压力解析解为 qcr = 01667

M Pa [1 ] ,沿周向的屈曲波数为m = 2。本文的有限

元解为 01655 M Pa,相对误差为 11799◊ ,屈曲波

形相同。

通过计算得出屈曲临界压力 qcr随转速 n变
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图 1　程序框图

F ig. 1　P rogram fram e

化的曲线见图 2。图中曲线 (1)考虑了离心刚度的

影响,是本文的计算方法; 曲线 (2)没有考虑离心

刚度,只考虑了离心力引起的初应力矩阵的影响;

曲线 (3)则是将离心力等效为 ΘR t8 2 的内压加到

不转动时壳体的临界压力上。

从图中看出,当转速较高时如不考虑离心刚

度的影响得到的临界压力结果偏高,这在结构的

设计中是十分危险的。曲线 (2)与 (3)的差别主要

由于壳体两端的径向约束使应力沿轴向分布不均

匀引起的。

3　几何缺陷对转动壳体屈曲临界
　　　　　压力的影响

3. 1　求解方法

　　在线性屈曲的理论中,假设壳体在几何上是

完善的。但实际的壳体都是有缺陷的,而几何缺陷

会影响到屈曲的临界压力。

尽管实际的缺陷形状是随机的,但为了研究

的方便许多文章[1～ 7 ]采用了“波形缺陷”的概念,

即假设缺陷的形状与某阶屈曲波形相同,研究缺

陷幅值对屈曲临界载荷的影响。
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由于缺陷的存在使屈曲由完善壳体的分支型

变为极值型,结构屈曲前已经有很大的变形,不能

再按照线性屈曲理论将其忽略,需要用大变形几

图 2　临界压力随转速的变化

F ig. 2　V ariation of critical p ressure w ith

ro tating speed

图 3　不同转速下的压力—挠度曲线

F ig. 3　P ressure V. S. deform ation w ith differen t

ro tating speed

何非线性的有限元方法进行计算。

对转动壳体的屈曲,还要考虑由离心力引起

的初应力矩阵和离心刚度矩阵。由于非线性有限

元是采用增量形式的方程进行迭代求解的,一般

将载荷分成几个加载步,因此这里利用这种加载

特点来考虑转动的影响。在第一个载荷步内施加

旋转的离心力;从第二个载荷步开始施加外压,同

时保持离心力不变。这种加载方法相当于将离心

力引起的初应力矩阵加到了结构的切线刚度矩阵

内。由前面的分析可知,离心刚度是由结构变形引

起的离心力变化,而在几何非线性有限元分析中

可以通过选择“跟随力 (fo llow ing fo rce)”考虑由

于结构变形对载荷的影响,也就是考虑到了离心

刚度的影响。

由此可见,利用几何非线性功能对转动结构

进行分析时,不需要对有限元程序进行任何修改,

只需通过对适当的加载步骤和跟随力的选择就可

完成所要求的功能。

另外,由于极值点附近切线刚度矩阵接近奇

异,用控制载荷增量的迭代方法不易收敛,目前的

有限元程序一般用弧长法[8, 9 ]进行迭代。

3. 2　算例

　　对 2. 3中的圆柱壳,设缺陷的形式为w
3 = A

·t·cos(2Η)·sin (ΠzöL ) ,与屈曲波形相同。其中

A 为缺陷的幅值。根据对称性,沿周向取 1ö4 圆

周,轴向取L ö2的长度做为计算模型。

分别取 A = 011, 012, ⋯, 110; 转速 n = 0,

2000, 4000,⋯, 16000 röm in 进行计算。当转速 n

= 0 和 10000 röm in 时不同几何缺陷圆柱壳受外

压作用时的径向变形 (Η= Πö2, z = L ö2处)与外压

的关系见图 3 (a)和 (b)。其他转速时的压力—变

形曲线的形状与上述两个转速相似,只是压力值

有变化。

不同缺陷幅值时屈曲临界压力与转速的关系

见图 4,图 5 为不同转速下屈曲临界压力与缺陷

幅值的关系。

从图 3～图 5 中看出, 屈曲临界压力随转速

的提高而升高,随缺陷幅值的增加而下降。不同转

速下的压力—变形曲线相似,不同转速的离心力

相当于在不转动时的临界压力上加了一个常数。

一般将有缺陷结构的临界压力与完善结构临

界压力的比值和缺陷幅值A 的关系曲线定义为

缺陷敏感度曲线,转动壳体不同转速下的缺陷敏

感度曲线见图 6。从图中看出缺陷敏感度曲线的

下降趋势随转速的增大而减小,即转速的提高使
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壳体对缺陷的敏感度下降,离心力的影响使结构

得到了强化。

图 4　不同缺陷的 qcr—n曲线

F ig. 4　C ritical p ressure V. S. ro tating speed w ith

differen t imperfection

图 5　不同转速的 qcr—A 曲线

F ig. 5　C ritical p ressure V. S. imperfection w ith

differen t ro tating speed

图 6　缺陷敏感度曲线

F ig. 6　 Imperfect sensitivity curves of ro tation shells

w ith differen t ro tating speed

4　结　论

　　本文通过对M SCöNA STRAN 的修改,加入

由于转动引起的初应力矩阵与离心刚度矩阵,对

转动壳体在外压作用下的线性屈曲临界载荷进行

了分析。通过分析发现,如果不考虑离心刚度或只

将离心力等效为外压进行处理所得到的屈曲临界

压力偏高,特别当转速较高时的偏差更大。这在考

虑转动的壳体屈曲临界压力的设计中是十分危险

的。

另外,本文还利用非线性有限元的方法对考

虑缺陷影响的转动壳体进行了分析,说明了以加

载的方式考虑转动影响的可行性。通过分析发现,

某一转速下各种缺陷幅值壳体的临界压力与不转

动时同一缺陷幅值时的临界压力差值为常数。即

离心力对屈曲临界压力的影响只与转速有关,与

结构的缺陷无关。
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